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 )مقاله پژوهشی(

پوش شکست  ی منحن همعادل همحاسب برای یلیروش تحل ک ی هتوسع

 کولمب  - موهر

 1*شال مهری سید احمد

 گروه مهندسی عمران، دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه محقق اردبیلی، اردبیل، ایران -1

 (1399، پذیرش: اسفند 1399 مرداد )دریافت: 

 چکیده

اجرای    زمینههای موجود در  بعدی قرار دارد اما به دلیل محدودیت حالت تنش سه  تأثیرها تحت  اگرچه رفتار مقاومتی سنگ

ای در مکانیک سنگ دارند.  ها، همچنان معیارهای شکست دوبعدی کاربرد گستردهواقعی بر روی نمونه  محورههای سه  آزمایش 

آزمایش   -  موهر  معیار است.  ارزیابی شکست سنگ  برای  تئوری  معیارهای  پرکاربردترین  از  یکی  میکولمب  نشان  که ها  دهند 

به دلیل ضعف معیارهای تئوری در برآورد   .است  غیرخطیکاملاً    ،محصورکنندههای  وسیع تنش  دامنهها در  رفتار مقاومتی سنگ

از رفتار مکانیکی سنگ  شدهارائهروابط تجربی    ها، برخیسنگ  غیرخطیرفتار   ارزیابی بهتری  ها تحت حالات مختلف است که 

فراهم می تغییر شکل  و  پارامترهای    استفاده  اما؛  آورند تنش  زیرا  نسبتاً دشوار است  تجربی  روابط  از  این    تهکاررفبهآگاهانه  در 

فیزیکی  معیارها   مفاهیم  دارای  روش  ارائه بنابراین  ؛  نیستند  مشخصیعموماً  برای    یک  معیار   ضابطه  تردقیق  محاسبهتحلیلی 

محاسبات مبنای  بر  که  از    ریاضیاتی  شکست  و  بوده  میاستوار  استفاده  ملموس  فیزیکی  پارامترهای  یا  میضرایب  تواند کند، 

. در این تحقیق ابتدا با حل دستگاه معادلات عمومی دسته  ها شود برای سنگ  کولمبست موهر  معیار شک  عملکرد  موجب بهبود

و   موهر  شکست  معادله  محاسبهدوایر  آن،  غیرعادی  بکر  جواب  سنگ  شکست  دوایر  غیرخطی  پوش  تحلیلی   صورتبهی 

براون   -  و روش تجربی هوک  مبکولروش جدید در کنار روش خطی    ،است. در ادامه، به کمک یک کد کامپیوتری  شدهمحاسبه 

های مختلف نتایج روش  مقایسهامکان کاربرد، اعتبار سنجی و   کهطوری بهاست؛    شدهپیکربندی کامپیوتری    افزارنرم یک    صورتبه

،  پارامترهای ورودی  محاسبهسادگی    ازنظر در این تحقیق    شدهارائهفراهم شود. روش    سادگیبه های آزمایشگاهی  به کمک داده

های  نسبت به روش   شکست  صفحهبرحسب تنش برشی و تنش عمودی وارد بر    پوش شکست   غیرخطی   معادله  ارائهدقت نتایج و  

 دارد.  نسبی پیشین برتری

 کلمات کلیدی 

 برشی سنگ بکر، حل معادله دسته دوایر موهر  معیار، غیرخطیپوش شکست 
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 مقدمه -1

  آستانه های سنگی نیازمند آگاهی از  طراحی و اجرای سازه 

ها تحت شرایط تنش و تغییر شکل مختلف است.  مقاومت سنگ 

این   کسب  برای  معمول  آزمایش روش  از  استفاده  های  آگاهی، 

است   محوره  سه  اطلاعات  [.  2،  1] استاندارد  کمک  با  سپس 

می   آمده دست به  شکست  معیارهای  از  استفاده  با  رفتار  و  توان 

بینی کرد. معیارهای  را تحت شرایط حاکم پیش   سنگ مکانیکی  

مثل    ها آن های اصلی و یا سایر تبدیلات  شکست عموماً یا با تنش 

تنش های  ثابت  صفحات  تنش،  بر  وارده  برشی  و  عمودی  های 

( معیار کلی  1رابطه )   . [ 4،  3]   شوند اکتاهدرال و غیره، بیان می 

سنگ  در  می شکست  بیان  را  آن  ها  در  که    3σو    1σ  ،2σکند 

ضرایب  تنش  و  بوده  اصلی  به خواص سنگ    aهای  مربوط  نیز 

 هستند. 
(1)  ( )n 1 2 3 1 2f , , ,a ,a ,... 0   =

 

بکر   سنگ  شکست  معیارهای  یا    صورت به معمولًا  تجربی 

می  تعیین  معیارهای  تحلیلی  از  بسیاری  اساس  و  پایه  شوند. 

(  ( 3)   رابطه گریفیث )   رابطه یا    ( ( 2)   رابطه کولمب )   رابطه تحلیلی،  

 است. 
(2)  nC tan  = +

 

(3)  ( ) ( )
2

1 3 t 1 38    − = − +
 

روابط   این  و    nσدر  وارده  عمودی  برشی   nτتنش  مقاومت 

پارامتر    صفحه  است.  که    cشکست  بوده  ذاتی  برشی  مقاومت 

می   عنوان به  شناخته  نیز  ذاتی  و  چسبندگی    زاویه نیز    φشود 

اصطکاک داخلی است که متعاقباً ضریب اصطکاک داخلی برابر  

با  می  بعلاوه  =φtan μشود   .tσ    بکر مقاومت کششی سنگ  نیز 

 [. 6،  5]   است 

گریفیث اظهار داشت که در اجسام شکننده، تمرکز تنش در  

شود. وی معیار  ها موجب گسترش شکستگی می نوک ریزترک 

مجموع نیروهای وارده بر  تغییرات انرژی پتانسیل    پایه خود را بر  

ارائه داد. در حقیقت هوک، بنیاوسکی    خوردگی ترک جسم در اثر  

های  و انگلیش با تعریف صفحات تنش اصلی و به کمک تبدیل 

  منظور به ، معیار گریفیث را  ها سازی ساده ریاضیاتی و اعمال برخی  

  [. 7] ( بازنویسی کردند  3)   رابطه کاربرد در مکانیک سنگ به فرم  

را فاقد اصطکاک در نظر    ایجادشده معیار گریفیث سطوح ترک  

ترک می  خصوص  در  موضوع  این  که  ،  شده بسته های  گرفت 

سطوح    گرفتن نادیده موجب   بین  اصطکاکی    ها آن مقاومت 

بریس    ها آن شد. برای این منظور کلینتوک و والش و پس از  می 

  [ 7] کردند    روزرسانی به (  4)   رابطه معیار گریفیث را به شکل  

(4)  ( ) ( )
1 1

2 22 2

1 3 01 1 4T        
+ − − + + =

        

  بر اساس ترین معیار شکست که در مکانیک سنگ  معروف 

اصلی  تنش  موهر   شده ارائه   3σو    1σهای  معیار    کولمب   -  است 

سنگ .  است  در  شکست  داشت،  اظهار  مقادیر  موهر  به  تنها  ها 

بستگی داشته و شکل پوش    3σو حداقل    1σتنش اصلی حداکثر  

  صفحه وارده بر    nτو    nσشکست )یا مکان هندسی مقادیر تنش  

تواند خطی  شوند( می شکست که بر روی دوایر موهر ترسیم می 

های موهر و کولمب در  باشد. با مشارکت دیدگاه   غیرخطی و یا  

موهر  معیار شکست  گرفت   -  خصوص شکست،    کولمب شکل 

های  ی از روابط خطی در فضای تنش ا این معیار به دسته   [. 9،  8] 

نادیده گرفتن تنش اصلی  اطلاق می   3σو    1σاصلی   با  شود که 

را  2σمتوسط   همسانگرد  و  همگن  مصالح  در  شکست  وقوع   ،

تواند  کولمب می   -  معیار موهر   [. 10]   دهند قرار می   موردبررسی 

اصلی حداکثر   از تنش  اصلی حداقل    1σتابعی  یا    3σو تنش  و 

تنش   از  برشی    nσعمودی  تابعی  تنش  بر    nτو    صفحه وارده 

 [. 12،  11]   شکست باشد 

های اصلی، فشاری هستند، در حالتی  زمانی که تمامی تنش 

فشاری   مقاومت  بسیار  cσ،  محوره تک که  مقاومت    تر بزرگ ،  از 

( تجربه نشان  tσ/cσ 10<، باشد )برای مثال  tσ،  محوره تک کششی  

موهر  معیار  که  است  در    صورت به   کولمب   -  داده  قبولی  قابل 

  صورت به ها تنش  که هنگامی اما  ؛ است  استفاده قابل ها مورد سنگ 

شوند، برخی اصلاحاتی بایستی در این معیار  کششی اعمال می 

ی تئوریِ حاصله از  محوره تک زیرا مقاومت کششی  ؛  انجام شود 

با اندازه  های آزمایشگاهی ندارد  گیری این معیار انطباق مناسبی 

  1σرایط موهر بر اساس این فرض بود که شکست تنها به  ش   [. 9] 

یا    3σو   شکست  پوش  شکل  صورت،  این  در  که  دارد  بستگی 

مکان  مقادیر    همان  می nσو    nτهندسی  یا  ،  و  خطی  تواند 

باشد. شرایط کولمب بر اساس پوش شکست، خطی    غیرخطی 

در    nσو    nτاست که حالت بحرانی لغزش )که در اثر ترکیبی از  

می  رخ  بیان می یک سطح  را  در  دهد(  اساس  این  بر  وی  کند. 

( را ارائه نمود.  2تحقیقات خود بر روی دیوارهای حائل، رابطه ) 

در دیاگرام  در این رابطه دو ثابت از خواص مواد دخالت داشته و  

از    صورت به موهر   عرض  با  راست    φو شیب    c  مبدأ یک خط 

ی موهر در  با رسم مماس بر دایره (.  1)شکل  شود  درجه رسم می 

از  نقطه  دیگری  فرم  مثلثاتی،  روابط  از  استفاده  با  و  ی شکست 

به  ( 5رابطه )  صورت به  3σو  1σهای معیار کولمب بر اساس تنش 

 خواهد آمد:   دست 
(5)  ( ) ( )1 3 1 3 sin 2Ccos     − = + +

 

 است:   ( 6رابطه )   صورت به فرم دیگری از این معیار نیز  
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(6)  m mCcos sin   = +
 

آن   در  با    σ1σ=(mσ+23/(و    mτ)=23σ-1σ/(که  است. 

دایره  همچنین  و  کولمب  معیار شکست  روابط،  این  ی  دانستن 

قابل ترسیم است    σو    τی  ( وارده در صفحه 1σو    3σحالت تنش ) 

در صورت مماس شدن این دایره بر پوش کولمب،    که طوری به 

 [. 10] شکست رخ خواهد داد  

 
 [ 10] غیرخطیو   یموهر و پوش شکست خط  اگرامید  -1 شکل 

  تأثیر معیار موهر و کولمب از این نظر حائز اهمیت است که  

mσ 1ی  ، تنش متوسط در صفحهσ    3وσ  را که برای موادی از ،

است،   مهم  خاک  و  سنگ  می   موردتوجه قبیل  دهد.  قرار 

اند که  ها نشان داده ها و خاک ها در سنگ آزمایش   مثال عنوان به 

با    mτمقدار   بر شکست  ادعای  ؛  یابد افزایش می   mσمنطبق  اما 

ی تنش بحرانی با  ی تماس دایره نقطه   که این دیگر در خصوص  

تنش  بیانگر  بر صفحه   پوش شکست  وارده  برشی  و  ی  عمودی 

زاویه   حداکثر  تنش  با  که  است  1)شکل    fαشکستی  دارد،   )

آزمایش  در  نمی همیشه  مشاهده  موهر    حال بااین شود.  ها  معیار 

خمیده  می شکل  ارائه  را  شکست  پوش  از  رفتار  ای  این  و  دهد 

 است.   شده مشاهده ها  در بسیاری از انواع سنگ   غیرخطی 

معیار   آن،    کولمب   -  موهر مزیت  ریاضی  فرم  سادگی  در 

معانی فیزیکی واضح پارامترهای آن و پذیرش عمومی آن نهفته  

های معیار  البته ناگفته نماند، یکی دیگر از محدودیت [.  10]   است 

گرفتن    -  موهر  نادیده  به    2σ  تأثیر کولمب  است.  شکست  در 

تنش    تأثیر همین دلیل یک معیار شکست خطی با استفاده از  

ارائه و توسط مییر و لابوز    (Paul, 1968)توسط پائول    2σوسط  مت 

(Meyer & Labuz, 2012)   ( و سینگ و همکارانشSingh et al. 

است که البته خارج از بحث این نوشتار بوده و    اجرا شده (  2020

 [. 14-12]   به آن پرداخته نشده است 

های مهندسی سنگ، یا از پوش  عموماً در بسیاری از کاربرد 

داده  بر  انطباق  برای  کولمب  می خطی  استفاده  یا  ها  و  شود 

ای، از ترکیب معیارهای تجربی و تئوری استفاده  قطعه   صورت به 

براون    -  های تجربی، معیار شکست هوک شود. در بین ضابطه می 

 (Hoek, 1983  پرکاربردترین شرایط    رابطه (  برآورد  در  تجربی 

 [. 15] (  ( 7)   رابطه شکست سنگ است ) 

(7)  
0.5

3
1 3 c i

c

m 1


  


 
= + + 

   

شکست در    لحظه   در   اصلی   های تنش   بین   که در آن ارتباط 

  cσ  ی محوره تک   فشاری   مقاومت   عامل   دو   از   استفاده   با   سنگ بکر 

  که   جایی   تا ":  است کرده    تأکید   هوک .  شود می  تعیین   im  و ثابت 

  از   استفاده   با   ثابت   دو   این   شود   سعی   بایستی   دارد   امکان 

  "آیند   به دست   محوره   سه   آزمایش   از   حاصله   آماری   های تحلیل 

های پایداری که نیاز به برآورد تنش  در مواردی از تحلیل   [. 15] 

شکست وجود    صفحه ( وارده بر  nτ( و تنش برشی ) nσعمودی ) 

 ,Balmerتحلیلی بالمر )   حل راه دارد، در این معیار با استفاده از  

ی  وارده بر صفحه   nτو    nσ(، مقادیر  10و    9،  8  های ه ( )رابط 1952

 [. 16]   شکست قابل برآورد است 

(8 )  
1
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نرم  از  استفاده  با  علی امروزه  کامپیوتری،  رغم  افزارهای 

تجربی   روابط  غیرخطی  شده ارائه پیچیدگی  معیارهای  با  کار   ،

معیار هوک  روابط    -  همانند  و  بسیار    ی شده اصلاح براون  بالمر 

است.   از  می   سادگی به   مثال عنوان به آسان شده  استفاده  با  توان 

  افزاری نرم ی  )از مجموعه   RockDataیا    RockLab  زارهای اف نرم 

rockscience  ) به دست براون را    -  معیار شکست هوک   معادله  

دوایر موهر حاصله از    غیرخطی آورد و همچنین پوش شکست  

نمود آزمایش  ترسیم  را  محوره  سه  دلایل  ؛  های  به  بنابراین 

نارسایی و دقت کم معیارهای خطی و همچنین سهولت امکان  

معیارهای   از  تحلیل غیرخطی استفاده  در  است  بهتر  از  ،  ها 

 تری استفاده شود. دقیق   غیرخطی معیارهای  
بر اساس آن:   جواب  "در ریاضیات مفهومی وجود دارد که 

یک   است   مرتبه دیفرانسیل    معادله غیرعادی  جوابی  که    اول، 

های جواب عمومی و بر هرکدام فقط  منحنی   کلیه منحنی آن بر  

است  مماس  نقطه  یک  دوایر    که ازآنجایی بنابراین  ؛  "در  دسته 

منحنی  از  تناوبی  نیز  موهر  هستند،  شکست  پارامتری  دو  های 
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  صورت به آن    معادله توانند دارای یک منحنی پوش باشند که  می 

ستا طی تحقیق پیشرو  ریاضیاتی قابل محاسبه است. در این را 

سعی شده است تا با استفاده از حل دسته معادلات دیفرانسیل  

  معادله دسته دوایر موهر یا    معادله   غیرعادی دوایر موهر، جواب  

سنگ(   شکست  پوش  همان  )یا  دوایر  این  بر  مماس  منحنی 

 تحلیلی محاسبه شود.   صورت به 

های ها تحت تنشرفتار عمومی سنگ -2

 محصورکننده

د  سنگ مقاومت  مصالح  ر  اصطکاکی  سازوکار  دلیل  )به  ها 

تنش دانه  افزایش  با  عموماً  افزایش  محصورکننده های  ای(   ،

تنش می  افزایش  با  سنگ  مقاومت  افزایش  نرخ  های  یابد. 

است.  تنش   محدوده در    محصورکننده  زیاد  بسیار  کم،  های 

تنش    رفته رفته  افزایش  افزایش  محصورکننده با  نرخ  این   ،

می مقاومت،   علت  کاهش  و    هم آن یابد.  اتساعی  رفتار  بروز 

که در سنگ    هایی میکرو ترک های کم است.  شکننده در تنش 

وجود دارند به علت افزایش حجم سنگ در شروع شکست، باز  

می می  موجب  امر  این  که  تنش شوند  در  تا  های  شود 

اصطکاک داخلی بیشتری حاصل    زاویه کم، مقدار    محصورکننده 

تنش  در  به    محصورکننده ای  ه شود.  سنگ  تمایل  بیشتر، 

بنابراین  ؛  شود و اتساع سنگ محدود می   ها میکرو ترک بازشدگی  

حالت   به  شکننده  حالت  از  شکست    پذیر شکل سازوکار 

تنش    یافته انتقال  که  زمانی  زیاد    اندازه به   محصورکننده و  کافی 

 شود. می   پذیر شکل شد، سنگ کاملًا  

است، پوش    شده داده ن  )الف( نشا   2شکل    که در   طور همان 

دستگاه   در  که  سنگ  می   τ—σشکست    غیرخطی شود،  رسم 

پایین است. اشاره شد که شیب این   بوده و تقعر آن به سمت 

منح  ابتدای  در  و  ن پوش  بوده  زیاد  تنش   رفته رفته ی  های  در 

تا  ی بیشتر، کاهش می محصورکننده  افقی درآید.    صورت به یابد 

بارتن  سنگ    1حالت بحرانی   ( ,Barton 1976)   این پدیده توسط 

است  نام  شده  به    [. 17] گذاری  بکر  سنگ  برای  بحرانی  حالت 

شود که پوش شکست مقاومت برشی سنگ در  حالتی گفته می 

برسد نقطه  صفر  شیب  به  شرایط،  (.  )الف(   2)شکل    ای  این 

 کند. حداکثر مقاومت برشی ممکن سنگ را بیان می 

تنش   مقدار  یک  سنگ  هر  مشخصی    محصورکننده برای 

مقدار، مقاومت برشی سنگ دیگر افزایش    بعدازآن وجود دارد که  

-یابد. این موضوع که پوش موهر به حالتی با شیب صفر می نمی 

 ,Singh and Rao) و سینگ    ( Hoek, 2007) رسد توسط هوک  

می   ( 2005   نتیجه   [. 18،  15] )ب((    2)شکل    شود نیز حمایت 

می  بحث  این  از  که  آن  مهمی  گرفت  پاسخ  توان  که  است 

تنش  در  سنگ  از    محدودکننده های  مقاومتی  کاملًا  نیز  زیاد 

انحراف دارد.   به    رو ازاین حالت خطی معیار  نیاز  در مواردی که 

باشد   تنش  از  مقادیری  رفتاری سنگ در چنین  پاسخ  دانستن 

 در این خصوص استفاده کرد.   غیرخطی بایستی از معیار  

 

این است که   ( حالت بحرانی سنگ بکر بیانگر)الف  -2 شکل 

( حالت )ب. [17] ای با شیب صفر برسدپوش موهر به نقطه

 [. 15] آهکسنگبحرانی برای 

  محاسبهشکست موهر و  ریدوا دسته حل معادلات -3

 پوش معادله

یک   غیرعادی  جواب  دیفرانسیل،  معادلات    معادله در 

بر    مرتبه دیفرانسیل   آن  منحنی  که  است  جوابی    کلیه اول، 

نقطه  منحنی  یک  در  فقط  هرکدام  بر  و  عمومی  جواب  های 

کنیم   فرض  باشد.  دسته    معادله   F(x, y, u)=0مماس  یک 

آن   در  که  باشد  است.    uمنحنی  پارامتر  ا یک  دسته    ن ی پوش 

با    ی منحن   ک ی   ها، ی منحن  نقطه  هر  در  که  از    ی ک ی است 

و از حذف    کند ی م   دا ی اس تماس پ مم   طور به دسته    ی ها ی منحن 
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دستگاه    ن ی ا آید.  می   به دست (  11) رابطه  در دستگاه    uپارامتر  

است    ی ا و معادله   ها ی دسته منحن   ی معادلات شامل معادله اصل 

به دست    uنسبت به پارامتر    ی که با مشتق گرفتن از معادله اصل 

معادله پوش    توان ی معادلات، م   ن ی از ا   u. با حذف پارامتر  د ی آ ی م 

 . د به دست آور   ی ضمن   ا ی   ح ی را به شکل صر 

(11 )  
( )F x, y, u 0

F
0

u

 = 
 
 

= 
   

توان مختصات پوش را  عملًا ممکن نباشد، می   uاگر حذف  

بیان نمود. البته بایستی توجه کرد که گاهی    uنسبت به پارامتر  

آید  می   به دست (  11در دستگاه )   uای که از حذف  اوقات نتیجه 

باشد.   پوش  از  قسمتی  یا  و  نباشد  پوش  است    درواقع ممکن 

یعنی  ؛  وجود پوش است   ی دستگاه معادلات فوق، شرط لازم برا 

منحن  بر  است    ی علاوه  ممکن  معادلات  دستگاه  جواب  پوش، 

باشد که متعلق به پوش    ی ا دسته   ی ها ی منحن   ن ی شامل نقاط تک 

مجموعه ستند ی ن  جواب   ی .  م   ن ی ا   ی ها تمام  عادلات،  دستگاه 

که    توان ی م   ، طورکلی به .  شود ی م   ده ی نام   2ن یّمب   ی منحن  گفت 

  افتن ی   ی برا است    ذکر قابل   است.   ن یّ مب   ی از منحن   ی پوش قسمت 

ابتدا می پوش،    ی کتا ی   ی معادله  کاف   بایست  بررسی    ی شروط 

رابطه    ی ها ی نامساو   ، علاوه بر دستگاه معادلات فوق   یعنی ؛  شوند 

 : برقرار باشند   ( نیز 12) 

(21 )  

 

به عنوان     y2u)-(x+42=، پوش دسته منحنی  1در پیوست  

است.   شده  محاسبه  دوایر شکست  مثال  معادلات  در خصوص 

نامساوی  برقرارند 12)   رابطه های  موهر،  همواره  با  ؛  (  بنابراین 

می رو ازاین استفاده   از    معادله توان  ش  حاصله  موهر  دوایر  پوش 

آزمایش   در  محوره شکست سنگ  خوبی    سه  بسیار  دقت  با  را 

است، به   شده داده نشان  2شکل   که در  طور همان محاسبه نمود. 

آن    تأثیرپذیری دلیل سازوکار اصطکاکی مقاومت مصالح سنگی و  

و   تخلخل  نمونه سنگ   پذیری تراکم از  مقاومتی  رفتار  های  ها، 

آزمایش   در  محوره س سنگی  تنش   ه    محصورکننده های  تحت 

است.   متفاوت  شعاع    درنتیجه مختلف،  و  مرکز  موهر،  دوایر  در 

پس   بود.  خواهند  متفاوت  یکدیگر  با  این    معادله دوایر  عمومی 

بوده و عملًا دارای دو پارامتر مجزا    2R=2τ+2c)-(σ  صورت به دوایر  

بود.  دوایر   معادله آوردن    به دست برای    خواهد  این  م  لاز   ، پوش 

فرم   به  معادله  دستگاه    F(σ, τ, u)=0است  در  و  شود  نوشته 

از دستگاه حذف شود.    u( جاگذاری شده و پارامتر  11معادلات ) 

است.    )02C, Rσ, τ, F=(  صورت به عمومی دوایر موهر    معادله امّا  

و    2Rعوامل   دوایر(  شعاع  در    C)مجذور  موهر(  دوایر  )مرکز 

 هستند.   3σو    1σدوایر وابسته به    معادله 

در این تحقیق که نتایج آن در شکل    شده انجام طبق بررسی  

بین    است،   شده داده نشان    3 اغلب همبستگی  مشاهده شد که 

( خطی است.  2r<0/ 9این دو عامل با ضریب تعیین قابل قبولی ) 

داده  از  استفاده  با  ترتیب  از    آمده دست به   3σو    1σهای  بدین 

سه  مقادیر    آزمایش  کمک    شده محاسبه   2Rو    Cمحوره،  به  و 

آید. سپس  می   به دست بین این دو    رابطه روش برازش خطی،  

پارامتر   این دو  از  -x)عمومی    معادله نامیده شده و در    uیکی 

2=R2+y2C)   ( حل می 11جاگذاری شده و دستگاه )  شود. با حل

در ادامه    آید. می   به دست پوش دوایر موهر    معادله این دستگاه،  

 شود: اجرا می   گام به گام پارامتری مراحل محاسبات    صورت به 

و   شدهمحاسبه  هاآنخطی بین  رابطهو  2Rو  Cمقادیر 

 آید:می  به دست( 13رابطه )صورت به

(13)  2R A C B=  +  

ضرایب برازش خطی هستند. با جاگذاری    Bو    Aکه در آن  

 : (( 14)رابطه )   داریم   R2+y2C)-(x=2در  

(14)  ( )
22 C A C B + − =  +

 

نامیده و دستگاه    u)که معرف مرکز دایر است( را    Cحال  

 آوریم: می   به دست را    uرا حل کرده و    ( 15رابطه ) 

(15)  

( )
( ) ( )

( )

22F x, y, u 0
u A u B 0

F
0 2 u A 0

u

A 2
u

2

 





 =   + − −  + =   
→   

= − − − =     

+
→ =

 

بنابراین    uمقدار   قرار داده،  این    معادله را در دستگاه  پوش 

برابر است  ،  هست پوش شکست نیز    معادله دسته دوایر که همان  

 : (( 15)رابطه )   با 

(15)  
2A

A B
4

 
 

= + + 
   

رابطه   این  بین    Bو    Aدر  برازش خطی    2Rهمان ضرایب 

  وست ی در پ   . هستند )مرکز دوایر موهر(  C)مجذور شعاع دوایر( و 

روند محاسبات و کاربرد روش    ی مثال عمل   ک ی با استفاده از    2

 ارائه شده نشان داده شده است.   
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 . ([19، 15] از برگرفته هاسه محوره )داده هایشیاز آزما آمدهدست به هایبا استفاده از داده 2Rو  C نیب همبستگی  یبررس   -3 شکل 

 جینتا یو بررس  یوتریکد کامپ  توسعه -4

در    منظور به  روش  این  عملکرد  چگونگی    محاسبه بررسی 

بک  سنگ  شکست  روش ر  پوش  سایر  به  و  نسبت  موجود  های 

در    شده ارائه همچنین سهولت استفاده و ارزیابی کاربران از روش  

تولید   ساده  گرافیکی  رابط  با  کامپیوتری  کد  یک  تحقیق،  این 

شده است. تصویر صفحه اول برنامه به همراه توضیحات مختصر  

شکل  بخش  در  برنامه  اصلی  این    شده داده نشان    4های  است. 

محیط   در  توسعه    2017a  نسخه ،  MATLAB  افزار نرم برنامه 

بیتی این برنامه قابلیت نصب مستقل    64  نسخه است.    شده داده 

سیستم  روی  این  بر  از  استفاده  برای  اما  دارد  را  ویندوز  عامل 

سیستم   افزار نرم  در    32های  عامل در  تنها  برنامه  اجرای  بیتی، 

امکان   افزار نرم بستر   است متلب  در    . پذیر  برنامه    3پیوست  این 

 قابل دسترس است.   مقاله 

های سه محوره بر روی نه نوع  از آزمون   آمده دست به نتایج  

ت،  از: متاگابرو، گرانودیوری  اند عبارت سنگ مختلف )که به ترتیب 

گرانیت،   نمک،  دیوریت،  پیناوا،  و  سنگ ماسه گرانیت  مرمر   ،

اینجا   در  کمک    شده گردآوری دولومیت(  به  ،  شده ارائه   برنامه و 

شکست   مختلف    ها آن ضوابط  روابط  قرار    موردبررسی توسط 

 . گرفت 

file:///E:/F/03-Researches/03-MohrCurveCover/01-Papers/01-علمی%20پژوهشی/05-Jeg-ANMM/MohrCoverCurve.zip
file:///E:/F/03-Researches/03-MohrCurveCover/01-Papers/01-علمی%20پژوهشی/05-Jeg-ANMM/MohrCoverCurve.zip
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 منحنی پوش دوایر شکست موهر.  معادله  محاسبههای اصلی رابط گرافیکی کد تشریح بخش  -4 شکل 

برای    ذکر قابل  برنامه  این  شکست    محاسبه است  معیار 

آزمون   سه  نتایج  به  محوره حداقل  فشارهای    سه  تحت  که 

باشند نیاز    اجراشده متفاوت بر روی یک نوع سنگ    محصورکننده 

تر، تعداد  شود برای رسیدن به نتایج دقیق البته پیشنهاد می دارد.  

پنج آزمایش سه محوره یا بیشتر برای هر سنگ اجرا شود. ابتدا  

حداکثر   محوری  تنش  مقادیر  به  توجه  تنش    1σبا  و 

دوایر    لحظه در    آمده دست به   3σ  محصورکننده  نمونه،  شکست 

شود )شکل  ( رسم می τ, σشکست موهر در دستگاه مختصاتی ) 

5 ( معادلات  دستگاه  تشکیل  کمک  با  ادامه  در  هر  11(.  برای   )

آوردن جواب غیرعادی دستگاه )یا همان    به دست نمونه سنگ و  

ی پوش دسته دوایر شکست موهر( منحنی پوش شکست  معادله 

)منحنی   است  شده  ترسیم  و  محاسبه  خط    رنگ اه ی س سنگ  با 

  آمده دست به اط  (. همچنین موقعیت مکانی نق 5  شکل   پیوسته در 

روش بالمر که بیانگر منحنی پوش شکست سنگ بکر به روش    از 

و خط نازک بر روی    قرمزرنگ براون است نیز با نقاط    -  هوک 

نیز    کولمب است. پوش شکست خطی    شده داده نشان    5شکل  

 ترسیم شده است.   رنگ ی آب چین  خط   صورت به 

 بحث -5

  معادله از روش حل    آمده دست به شود که نتایج  مشاهده می 

روش   از  حاصله  منحنی  با  خوبی  همخوانی  موهر،  دوایر  دسته 

دارد   -  براون   –  هوک  روش    . بالمر  با  کار  که  تفاوت  این  با 

بعلاوه    تر از روش بالمر است. پیشنهادی این تحقیق بسیار آسان 

نمی  بالمر  روش  از  استفاده  دوایر    معادله توان  با  شکست  پوش 

را   دست موهر  بیانگر  آورد    به  نقاط  هندسی  مکان  تنها  بلکه 

شکست در    صفحه ( وارده بر  nτ( و برشی ) nσهای عمودی ) تنش 

به  τ, σدستگاه )  نیاز  مواردی  ترسیم است و چنانچه در  قابل   )

می   معادله  تنها  باشد،  منحنی  شکست  برازش  طریق  از  توان 

را    معادله   3توانی  دست پوش  لازم    به  دقت  از  البته  که  آورد 

در    شده ارائه نخواهد بود. این در حالی است که روش    برخوردار 

قبولی   قابل  با دقت  تحقیق  یا همان    معادله این  پوش شکست 

 دهد. می   به دست جواب غیرعادی معادلات دسته دوایر موهر را  
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در این   شدهارائهو روش غیرخطی  کولمببالمر، روش خطی -براون-از روش هوک  آمدهدست به شکست   هایپوش  مقایسه   -5 شکل 

 تحقیق 

 

از این    آمده دست به اگرچه در بسیاری از حالات تنش، نتایج  

های  دو روش با یکدیگر تطابق دارند اما در مواردی که آزمون 

های  سه محوره به تعداد کافی و با توزیع یکنواخت مقادیر تنش 

های الف،  است، )نمونه   اجراشده ها  نمونه   بر روی محصورکننده  

( منحنی حاصله از روش پیشنهادی  5شکل    در   ز، ح   ، ه ،  ج ،  ب 

انطباق    کولمب ش بالمر و خط  این تحقیق نسبت به هر دو رو 

آنچه مسلم است این است    رو ازاین بهتری با دوایر شکست دارد.  

آزمایش   هرچقدر که   نمونه   اجراشده های  تعداد  روی  های  بر 

)از    محصورکننده های  سنگی بیشتر بوده و توزیع مقادیر تنش 

تر باشد،  مقادیر کم منفی تا مقادیر نسبتاً زیاد مثبت( یکنواخت 

تر خواهد  از هر سه روش به واقعیت نزدیک   آمده دست ه ب نتایج  

 بود. 

بعضاً  آن است که    دیگر در منحنی نتایج   مشاهده قابل   نکته 

در این تحقیق مقادیر بسیار کم    شده ارائه پوش شکست تحلیلی  

دهد که این امر با  می   به دست و حتی صفر برای چسبندگی  

ندارد  انطباق  می   واقعیت  موجب  این  در  شود  و  مذکور  روش 

باشد. علت وقوع این امر  های کم محافظ کارانه  تنش   محدوده 

کافی    موردنظر تنش    محدوده های ورودی در  آن است که داده 

. برای بهبود انطباق این روش با واقعیت، بهتر است  نبوده است 

تنش  تحت  محوره  سه  تحت    محصورکننده های  آزمون  و  کم 

ها در تحلیل روش وارد  و داده   اجراشده یز  های کششی ن تنش 

 شوند. 

  آمده دست به موضوع مهم آخر این است که پوش شکست  

بنابراین اگرچه هیچ بوده،  کدام  از هر سه روش کاملًا صعودی 

تنش نمی  تحت  سنگ  بحرانی  حالت  بیانگر  های  توانند 

  5شکل  که در    طور همان خیلی زیاد باشند، اما    محصورکننده 

می  بر  مشاهده  مبتنی  شکست  پوش  منحنی  رشد  نرخ  شود، 

حل معادلات دسته دوایر موهر )که در این تحقیق معرفی شده  

 تر است. ها به واقعیت نزدیک است( در مقایسه یا سایر روش 
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 گیری نتیجه  -6

 ( هوک  اظهارات  ویژگی 2007طبق  از  برخی  یک  (،  های 

کند تا معیار در کاربردهای عملی  معیار شکست که کمک می 

 : [15]قابلیت اجرا داشته باشد این است که  
آن    شده استفاده پارامترهای     ی ر ی گ اندازه قابل ی  راحت به در 

 باشند. 

 برآورد نماید.   خوبی به های دلخواه  مقاومت را تحت تنش 

بایستی   و    ازنظر معیار  بوده  ساده  دارای    ترجیحاًریاضی 

 د. بعد باش پارامترهای بی 

یا چند    تر مهم از همه   دارای یک  توده سنگ  برای  اینکه 

 نیز کاربرد داشته باشد.   درزه دسته 

تا    ها این  است  شده  موجب  که  هستند  دلایلی  همان 

وجود معیارهای مختلف، همچنان معیار کولمب بیش    برخلاف 

قرار گیرد؛ اما محدودیت مهم    مورداستفاده از سایرین در عمل  

آن است. اساساً عموم معیارهایی که برای  این معیار خطی بودن  

تجربی داشته )معیار    پایه است یا کاملًا    شده ارائه شکست سنگ  

یا    -  هوک  و  فرض   صورت به براون(  اساس  بر  و  های  تئوری 

اند )پوش خطی کولمب(. علت اصلی  شده ارائه سازی شده  ساده 

گرایش به روابط تجربی نیز این است که پاسخ مقاومتی سنگ  

حالت    محدودکننده های  تنش در   از  زیاد،  خیلی  و  کم  خیلی 

در مواردی که نیاز به دانستن    رو ازاین خطی معیار انحراف دارد.  

پاسخ رفتاری سنگ در چنین مقادیری از تنش باشد، بایستی  

کرد.   استفاده  خصوص  این  در  غیرخطی  معیار  ،  درمجموع از 

معیارهای   واقعیت    غیرخطی همواره  بر  بهتری  ؛  دارند انطباق 

  شده ارائه معیار تئوری غیرخطی    توسعه رسد  بنابراین به نظر می 

روش   با  و  دیفرانسیل  معادلات  کمک  با  که  تحقیق  این  در 

 است، گام مفیدی در این راستا باشد.   آمده دست به تحلیلی  

  محاسبه هایی که برای  که بیان شد، یکی از روش   طور همان 

ن به کار گرفته  پوش شکست دوایر موهر توسط محققین پیشی 

اما محدودیت اصلی  ؛  شده است، استفاده از معادلات بالمر است 

معیار    معادله بایست  که روش بالمر دارد این است که ابتدا می 

های اصلی حداکثر  ( برحسب تنش غیرخطی شکست )خطی یا  

و حداقل وجود داشته باشد تا اینکه بتوان از مشتق ضمنی آن  

ای وارد  دی و تنش برشی لحظه مقادیر تنش عمو  محاسبه برای 

با داشتن    صفحه بر     معادله شکست استفاده کرد. بعلاوه حتی 

بالمر   روابط  هندسی    محاسبه امکان    درنهایت شکست،  مکان 

  معادله تواند  را داشته و نمی   nτ, nσنقاط در دستگاه مختصات  

بنابراین برتری معیار  ؛  پوش شکست دوایر موهر را به دست آورد 

اولًا    شده ارائه   تئوری   غیرخطی  که  است  آن  تحقیق  این  در 

می   معادله  محاسبه  قبولی  قابل  دقت  با  شکست  شود  پوش 

معادله حاصل می   که طوری به  شود که تحت هر  درنهایت یک 

با کمک روابط تبدیل    رو ازاین است.    استفاده قابل تنش دلخواه  

مقادیر   و  راستای  رو ازاین   آمده دست به   nσو    nτتنش  ش، 

به تنش  نسبت  نیز  بکر  های  احتمالی صفحات شکست سنگ 

اصلی قابل برآورد است. دوماً پارامترهای ورودی این معیار تماماً  

آزمایش   فهم قابل  نتایج  روی  از  و  محوره،  بوده  سه  های 

هستند. همچنین مبنای این روش تئوری بوده    گیری اندازه قابل 

 و حل ریاضی آن نیز بسیار ساده است. 
ای  مهندسان  برای  اختیار  در  آسانی  به  مذکور  روش  نکه 

و   معادلات  تمامی  شود،  ارزیابی  بهتر  و  گرفته  قرار  ژئوتکنیک 

های مورد نیاز برای رسیدن به جواب در قالب یک  تحلیل تجزیه 

سازی شده  برنامة کامپیوتری با رابط گرافیکی بسیار ساده آماده 

 .  ست تشریح شده ا   3نحوه دسترسی به آن در پیوست  است  

روش   و  محدودیت   شده ارائه راه  پژوهش  این  نیز  در  هایی 

هایی با رفتار پیچیده، نتایج  در سنگ   ی گاه ،  مثال عنوان به دارد.  

های سه محوره، پراکندگی زیادی دارند،  از آزمون   آمده دست به 

نتیجه  معادلات  بنابراین  این  حل  از  که  دست ای  آید  می   به 

قسمتی   یا  و  نباشد  پوش  است  بیان  ممکن  به  باشد.  پوش  از 

در این تحقیق تنها به ازای    آمده دست به پوش    معادله تر،  ساده 

مقادیری از تنش عمودی صادق است که عبارت زیر رادیکال  

نمی  این روش  دیگر  از طرف  نشود.  بحرانی  منفی  تواند حالت 

نماید زیرا  سنگ را تحت تنش    معادله های خیلی زیاد تشریح 

ره صعودی بوده و همواره دارای شیب  هموا   آمده دست به پوش  

و   در    تر بزرگ مثبت  فقط  آن  مشتق  حد  و  است  صفر  از 

میل می   ت ی نها ی ب  می   رو ازاین کند.  به صفر  نظر    دامنه رسد  به 

تنش  به  بیشتر  روش  این  محدود  کاربرد  متوسط  تا  کم  های 

  . شود 
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 فهرست نمادها -7

 فهرست نمادها آورده شده است.   1در جدول  

 نمادهافهرست   1جدول  

 شرح  واحد  نماد 

ciσ MPa  سنگ بکر  محورهتک مقاومت فشاری 

1σ MPa  )تنش اصلی حداکثر )تنش محوری 

2σ MPa  تنش اصلی متوسط 

3σ MPa  (محصورکنندهتنش اصلی حداقل )تنش 

tσ MPa مقاومت کششی 

nτ MPa  شکست  صفحهمقاومت برشی وارده بر 

 شرح  واحد  نماد 

nσ MPa  شکست  صفحهتنش عمودی وارده بر 

c MPa  چسبندگی ذاتی 

φ Degree زاویه اصطکاک داخلی 

µ -  ضریب اصطکاک داخلی 

im -  ثابت ماده سنگ هوک براون 

A & B -  ضرایب برازش خطی 

C -  موهر  رهیدامرکز 

R -   موهر   رهیداشعاع 
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 هاپیوست

 :1پیوست 

محاسبة معادلة پوش شکست دسته دوایر با معادلة    مثال: 

 . y2u)-(x+42=عمومی  

 شود: مشتق گرفته می   uنسبت به    y2u)-(x+42=از رابطة   

(1) 𝜕𝐹

𝜕𝑢
= 0 → −2(𝑥 − 𝑢) = 0  →   𝑥 = 𝑢 

 شود: در دستگاه زیر حذف می   uسپس  

(2) {(𝑥 − 𝑢)2 + 𝑦2 = 4
𝑥 = 𝑢

} 

http://www.rocscience.com/
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 آید: در نتیجه چنین بدست می 

(3) 𝑦2 = 4, 𝑦 = ±2 

به    1معادلات پوش هستند که در شکل    y= ±2خطوط  

 اند. تصویر کشیده شده 

 

 . y2u)-(x+42=پوش دسته منحنی با معادله   -1 شکل 

 :2پیوست 

های محوری و محصور کننده در لحظة  نتایج تنش   مثال: 

در   محوره(  سه  آزمایش  سری  یک  از  آمده  )بدست  شکست 

بر حسب مگاپاسکال ارائه شده است. همچنین مقادیر    2شکل  

C    2وR   ی خطی بین آنها مطابق جدول بدست آمده  و معادله

است. در ادامه معادلة پوش شکست این سنگ محاسبه شده و  

صورت   به  در نتایج  است.    2شکل    ترسیمی  شده  داده  نشان 

  از   آمده   بدست   پوش   منحنی   شود می   مشاهده   که   همانطور 

  بر   مناسبی   بسیار   انطباق   تحقیق   این   در   شده   ارائه   جدید   روش 

 . دارد   محوره   سه   آزمایش   از   آمده   بدست   سنگ   شکست   دوایر 

 

پوش شکست   معادلة  شده  ارائه  روش  طبق  ترتیب  بدین 

 ر است با: برای این نوع سنگ براب 

(3) 𝜏 = √52.8618 × 𝜎 − 20.0815 

 

 منحنی پوش شکست بدست آمده از روش تحلیلی   -2 شکل 

 : 3پیوست 

این   از  تحقیق  این  در  شده  داده  توسعه  کامپیوتری  کد 

 طریق قابل دسترسی است: 

حجم    64نسخة   با  ویندوز  روی  بر  نصب  قابل    40بینی 

یـنـک   و    64bit-MohrCoverCurve-2020-0310مگابایت از لـ

نرم  تـحـت  حـجـم  کـم  ینک  نسخة  لـ از  نیز  مـتـلـب  افزار 

0310-2020-Matlab Code   است دانلود  . قابل 

 نتایج حاصله از آزمایش سه محوره.   -3 شکل 

 

 
1 Critical State 
2 Discriminant Curve 
3 power law curve fitting 

Y= 2

Y= -2

(x-u)2+y2=4

y

x

https://www.researchgate.net/profile/Ahmad_Mehrishal/publication/334289138_Mohr_Circles_Non-Linear_Cover_Curve_for_results_obtained_from_Triaxial_test_on_Intact_Rocks/data/5e678409a6fdcc37dd161523/MohrCoverCurve-64bit-2020-0310.zip
https://www.researchgate.net/profile/Ahmad_Mehrishal/publication/334289138_Mohr_Circles_Non-Linear_Cover_Curve_for_results_obtained_from_Triaxial_test_on_Intact_Rocks/data/5e6780c8a6fdcc37dd161496/Matlab-Code-2020-0310.zip

