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  چكيده

از يك يا چند نوع فـاز   معمولاًها  يوستگي است. اين ناپيوستگيناپدر حالت عادي سنگ در زير سطح زمين داراي منافذ و 
سيال (آب، هوا، نفت و غيره) اشباع هستند. وجود اين سيالات اثرات زيادي بر رفتار مكانيكي توده سنگ دارد. از جملـه ايـن   

ير فشار منفذي بر تغيير شكل سنگ است. براي در نظـر گـرفتن ايـن    تأثگي و آثار نزديك شدن حالت تنش به سطح گسيخت
فضاي متخلخلِ الاستيك بررسـي شـود. بـدين منظـور بايـد از تئـوري        چارچوباثرات نياز است كه پاسخ محيط سنگي در 

ايي به دليل وجـود  جابج-كرنش و كرنش-پوروالاستيسيته استفاده نمود. در محيط پوروالاستيك معادلات حاكم و روابط تنش
كند. در اين مقاله پس از ارائه معادلات اساسي و  ها و فشار منفذي به يكديگر تغيير مي فشار منفذي و وابستگي ميزان جابجايي

هاي پتانسيل، وابستگي ميدان  روابط لازم جهت بررسي رفتار و پاسخ سنگ در محيط پوروالاستيك با استفاده از يكي از روش
رود. سپس معادلات ديفرانسيل مستقل و وابسته به زمان حاصل براي يك نيرو و منبع سيال  ر منفذي از بين ميجابجايي و فشا

هاي عددي مانند  ي در يكي از روشسادگ بهتوانند در ادامه  آيد. توابع گرين حاصل مي اي حل و توابع گرين آن به دست مي نقطه
  ت پوروالاستيك بكار روند.المان مرزي جهت بررسي پاسخ محيط سنگي به اثرا

  كلمات كليدي

  پوروالاستيسيته، تابع گرين، معادلات اساسي، فشار منفذي
  
  

                                                 
 a.abdollahipour@yahoo.com عهده دار مكاتبات: ∗
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توسط جايگذاري و حذف بعضي متغيرها، سيستمي مناسب 
  كنند. براي حل تحليلي مسئله ايجاد مي

يك مجموعه پنج پارامتري سازگار براي بيان معـادلات  
، ضــرايب Gمــدول برشــي در محــيط ايزوتروپيــك شــامل: 

و  2(3K+G) ν/(3K-2G) = پوآســـون زهكشـــي شـــده
مـدول   2(3Ku+G) νu )K/(3Ku-2G) = زهكشـي نشـده  

مدول حجمي زهكشـي نشـده)،     Kuوحجمي زهكشي شده 
(نسـبت فشـار منفـذي     Bضريب فشار منفذي اسـكمپتون  

القائي به تغييرات فشار محصور كننده تحت شرايط زهكشي 
 آن راتــوان  (كــه مــي  κنشــده) و ضــريب نفوذپــذيري   

 µنفوذپـذيري ذاتـي و    kنشان داد، كه در آن  k/µصورت به
  ].14است[ ويسكوزيته ديناميكي سيال است)

معادلات حاكم بر پوروالاستيسـيته خطـي ايزوتروپيـك    
  ]:12،14[شوند زير تعريف مي صورت به
)1( peGGe ijijijij αδδ

ν
νσ −

−
+=

21
22 

)2( ( )
( )

( )( )
( )( ) ζ

ννν
νν

ν
ν

uu

u

u

u GBeGBp
219

1212
213

12 22

−−
+−

+
−
+

−=  

 :معادله تعادل تنش محلي در حالت استاتيكي 
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جريان سيال در فضاي متخلخل بـا قـانون دارسـي كـه     
اي تجربي براي جريان نشت در محيط متخلخل تغيير  رابطه

-ناويشود. اين رابطه از معادلات  شكل ناپذير است بيان مي
 بـه دسـت  استوكس نيز با حذف جملات مربوط به اينرسي 

تغيير شكل كوچك و ناديده گـرفتن اثـر    فرضآيد كه با  مي
  لي سيال (پتانسيل هوبرت) سازگار است.تغيير چگا

)4(  ( )iii fpq −−= ,κ 
با در نظر گرفتن قانون بقاي جـرم بـراي سـيال تـراكم     

 آيد: مي به دستپذير، معادله زير براي پيوستگي سيال 
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نيـروي   Fi=ρgi، اتساع جامد e=eii  در معادلات بالا كه
 gi، (جامــد و ســيال) )Bulk body force( حجمــي كــل

اسـت   تغييـرات آب محتـوا   i ،ζگـرانش در راسـتاي    مؤلفه
بـه   ρfو  ρsچگـالي حجمـي و    ρ=(1-n)ρs+φρfهمچنين 

 qiتخلخل هستند،  nترتيب چگالي قسمت جامد و سيال و 
 نيـــروي حجمـــي ســـيال fi= ρfgiبـــردار دبـــي ويـــژه، 

 α ســيال و منبــع از ســيال تزريــق نــرخ γهمچنين اســت.
   :]17[ است كه برابر است با مؤثرتنش ضريب بايو 
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 بر اساسمعادلات ميداني  )6) تا (1(معادلات از تركيب 
ui و ζ 3) تـا ( 1. از تركيـب معـادلات (  آينـد  مـي  به دست (

  شود. معادله الاستيسيته با جمله كوپل سيال حاصل مي
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صورت  و به ضريب تعميم يافته تحكيم است c كه در آن
 . ]14شود[ زير بيان مي
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بـالا  نيروي حجمي و جملات منبع در معادلات ميداني 
هاي ميـداني ماننـد نيـرو و     توان براي معرفي تكينگي را مي

ايـن  در حـل   (ماننـد حـل كلـوين)    اي و غيـره  منبع نقطـه 
  استفاده نمود.معادلات 

  روش حل -3

كه اشاره شد در پوروالاستيسيته ميان تغييـر   طور همان
شكل جامد و فشار منفذي سيال وابستگي دو طرفه (كوپل) 

پيچيــدگي معــادلات حــاكم  دليــلبــه قــوي برقــرار اســت. 
دستيابي بـه حـل فـرم بسـته مسـائل       معمولاًپوروالاستيك 

بـراي مـوارد بـا هندسـه      جز بهمقدار مرزي و شرايط مرزي 
چندين روش سيسـتماتيك   ا اين وجودساده مشكل است. ب

اسـت. در ادامـه بـا اسـتفاده از      ارائه شدهبراي حل تحليلي 
شـود   سعي مي )Method of potentials( ها روش پتانسيل

مبناي چند پتانسيل خاص بيان  تا جملات پوروالاستيك بر
  شوند.

  تجزيه بايو -3-1
 جـدا كـردن  روش تجزيه زير را كـه اجـازه    )Biotبايو (

  ]:18دهد ارائه داد[ ) را مي8) و (7معادلات ميداني (
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كوپل جديد نمايد (توابـع گـرين در محـيط نامحـدود حـل      
]. اين روش تجزيه متغيرها با موفقيت براي به 15شوند)[ مي

دست آوردن چندين تابع گرين در پوروالاستيسيته استفاده 
صورت خلاصه در ادامه بيان  ]. روش حل به1،19شده است[
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 Φتـوان اثبــات نمـود كـه پتانســيل     ) مـي 7از معادلـه ( 
  شود: صورت تساوي زير تعريف مي به

)12( Φ∇= 2ζ 
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) سمت راست به 13تر است كه در معادله ( گاهي راحت  .]20[ثابت شده است بايوحل بالا توسط  كامل بودن

  :]15[شكل زير نوشته شود
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با استفاده از ديورژانس  Fiدر معادله بالا نيروي حجمي 

  ) حذف شده است. 11معادله (
) و 11طور كه گفته شد اگرچه معـادلات حـاكم (   همان

جدا از هم به نظـر   كاملاًجمله نيروي حجمي)  جز به) (13(
 بـر اسـاس  مـرزي   رسند اما در حقيقت كوپل در شرايط مي

متغيرهــاي جديــد همچنــان وجــود دارد. بنــابراين قســمت 
0زهكشي نشده

iu توانـد   كل وابسته به زمان اسـت و نمـي  در
]. با اين وجود براي مسائل 19حل شود[ Φمستقل از متغير 

با دامنه نامحدود (مانند حل تـابع گـرين) محـدوديت بـالا     
كند. قسمت زهكشي نشده ديگـر تحـت شـرايط     صدق نمي

) نيسـت  Transient boundary conditionsمرزي گذرا (
طـور كامـل در    به زمان به و مستقل از زمان است. وابستگي

 ψ1قسمت غير چرخشي جذب شده است. توابع هارمونيـك  
هـاي   توان حذف نمود. بنابراين مسئله يافتن حل را مي ψ2و 

اساسي براي محيط پوروالاستيك به يافتن پاسخ خـاص دو  

ي غير كوپـل (مسـتقل از زمـان و وابسـته بـه       معادله تكينه
كامـل پوروالاسـتيك از   يابد. درنهايت حل  زمان) كاهش مي
هاي زهكشي شده و زهكشي نشـده حاصـل    مجموع قسمت

  گردد. مي

 توابع گرين براي محيط پوروالاستيك -4

حل اساسي معادلات ديفرانسيل نهايي حاصـل بـه نـام    
تابع گرين شناخته شده است. اين حل اساسي تابع وزن يـا  

بـراي يـك نيـروي    ير در فرمولاسيون المان مرزي است. تأث
شود جملـه   اعمال مي jآني در راستاي  صورت بهاي كه  طهنق

( ) ( )ttxxF ijij ′′−= ,,2 δδπδ ) 11به سمت راست معادله (
شود. بـديهي اسـت كـه قسـمت زهكشـي نشـده        مي افزوده

  آيد. مي به دستتوسط حل كلوين (مستقل از زمان) 
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نيروهاي حجمي در سـمت راسـت معادلـه     قرار دادنبا 

===0 فرض) و 11( ψγifآوريم: مي به دست  
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) با اسـتفاده از تبـديل لاپـلاس انجـام     17حل معادله (
 ) و برابر استصورت كامل آمده است به شود (در پيوست مي
  با:
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)كه  )ttcr ′−= 2/ξ طور كه اشاره شد معادلـه   همان
) 18) جابجايي مستقل از زمان و با استفاده از معادلـه ( 16(

 تمعـادلا  جابجايي وابسته به زمان توليد شد. از قـرار دادن 
 اي ) ميدان جابجـايي بارگـذاري نقطـه   10) در (18) و (16(

  د.آي به دست مي (تابع گرين جابجايي)
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توابع گرين ديگر براي تنش، فشار منفـذي و جابجـايي   
بــه  )constitutive equations( ســيال از روابــط اساســي

  آيد. مي دست
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خارج مرز ناحيه مورد  به سمتبردار نرمال  nكه در آن 
  نظر است.
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بـردار جابجـايي نسـبي سـيال      

  است.
 Qبراي توابع گرين مورد نياز براي اتساع آني سـيال از  

)حجم سـيال تزريقـي برابـر بـا      ) ( )ttxxQ ′′= ,,2 δπδ  و
0=== ψii fF ) ــادلات ــتفاده 13) و (11در معــ ) اســ

00) حـل بـديهي   11شود. معادله ( مي =iu  دهـد و   را مـي
  شود: صورت زير تبديل مي ) به13معادله (
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) نيـز بـا   23معادلـه (  ،مشابه روش بكار رفته در پيوست
  شود: تبديل لاپلاس حل مي
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و توابع گرين جابجايي، تنش، فشار منفذي و جابجـايي  

  آيد: مي به دست) 24گيري از معادله ( سيال با مشتق
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صورت كامل نيـاز معـادلات    توانند به توابع گرين بالا مي
انتگرالي در روش المان مرزي مستقيم را برآورده كنند. امـا  

هاي وابسته بـه زمـان بـه     اگر هدف كاربرد مستقيم انتگرال
باشد بايـد توابـع    (time marching)روش حركت در زمان 

رات آب گرين براي استفاده در معادلات انتگرالي داراي تغيي
قـرار دادن  بـا   بـع گـرين  ين توابنابرامحتوا نيز ارائه گردند.  

( ) ( )ttxxkg ′′= ,,22 δδπ 031و === ψgg ــه در معادلــ
  د:نآي مي به دست) 13(
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  بحث -5

توانند بـا اسـتفاده از روش    توابع گرين محاسبه شده مي
المان مرزي براي حل مسائل مقدار مرزي يا اوليه بكار روند. 
توابع گرين همچنين بـه همـراه اسـتفاده از قضـيه پـيچش      

(Convolution) توانند پاسـخ يـك سيسـتم معـادلات      مي
بـراي  ديفرانسيل به هر بارگذاري ديگر را نيز ايجـاد كننـد.   

استفاده از اين توابع در روش المـان مـرزي، ميـدان مـرزي     
شـود. متغيرهـاي    ابتدا به چندين زيرالمان مرزي تقسيم مي

يـابي   دروناي  هـاي تكـه   اي ميداني و هندسي با چند جملـه 
گيـري   صـورت عـددي انتگـرال    ادلات بهشوند. سپس مع مي
گردند تا يك حل خطي شـامل متغيرهـاي گسسـته در     مي

فضا توليد شود. معادلات انتگرالي حاضر نيز  قسمت زمـاني  
در المان مرزي  معمولاًدارند و بايد انتگرال زماني حل شود. 

شـود يكـي    برخـورد مـي   دو شـكل رفتار وابسته به زمان به 
بـديل (لاپـلاس و فوريـه) و ديگـري     هاي ت استفاده از روش

  ) است. Time-marchingپيشروي مستقيم در زمان (
در معـادلات  يدشـده  تولهاي وابسـته بـه زمـان     انتگرال

المان مرزي از لحظه بارگذاري تا زماني كـه پاسـخ    انتگراليِ
. اگر ميدان پاسـخ در  ]21[شوند مي يريگ انتگراليافت شود 

اي وجود  تعادل اوليه باشد (هيچ گراديان فشار منفذي اوليه
هـاي حجـم در معـادلات     توان از انتگـرال  نداشته باشد) مي

 يـن اانتگرالي المان مرزي اجتناب نمود. مشـكل ايـن روش   
آوردن حل در يـك زمـان مشـخص     به دستكه براي  است

بـه حجـم    كار يناكنيم. بايد انتگرال را تا زمان اوليه دنبال 

در بعـد زمـاني نيـاز دارد و مقـدار      گيـري  انتگـرال زيادي از 
  هاي زماني قبلي بايد ذخيره گردد. زيادي داده مرزي از گام

توان از يك الگوريتم پيشروي زمـاني   مي كار ينا يجا به
 عنـوان  بـه اي استفاده نمود كه در آن زمـان گذشـته    مرحله

در كـل   آن زمـان . ميـدان در  شـود  زمان اوليه استفاده مـي 
بايد تقسيم شود، و انتگرال  نامتعادل است. مرز دروني دامنه

هـاي   بايد محتواي سيال در گره درنتيجهحجم گرفته شود. 
زماني در  گيري انتگرالداخلي ارزيابي شود. اگرچه محدوده 

طبيعـت   بـه دليـل  اين حالت كمتر از حالت قبل است، ولي 
عددي هنـوز طـولاني    گيري انتگرال تابع گرين متغيربسيار 

 گيـري  انتگـرال تـوان از   است.  براي حـل ايـن مشـكل مـي    
يك تابع هسـته جديـد    اين كار. ]22[تحليلي استفاده نمود

كند كه وابسته به اندازه گام زماني است و نه خود  ايجاد مي
 ].23[گردد زمان. كه منجر به كارايي بهتر روش عددي مي

  گيري نتيجه -6

 روشياز براي استفاده در موردنسي توابع گرين حل اسا
 تجزيهارائه شد. براي حل اين معادلات از روش  المان مرزي

 شده ارائهها به دو قسمت مستقل و وابسته به زمان  جابجايي
منجر به تشكيل دو دسـته   اين كاراستفاده شد.  بايوتوسط 

بـه   منظور بهاز توابع گرين مستقل و وابسته به زمان گرديد. 
 اسـت  يكافآوردن پاسخ نهايي سيستم پوروالاستيك  دست

هاي حاصل در دو قسمت مستقل و وابسته بـه   در انتها حل
خلاصـه نحـوه    صـورت  بـه د. در ادامه يجمع گرد باهمزمان 

روش المـان مـرزي شـرح داده شـد.     در هـا   كاربرد اين حل
ها در روش المان مـرزي منجـر بـه پيـدايش معـادلات       حل

نسـبت بـه    بار يك ها آن ده انتگرال توابعكه (وگانه انتگرالي د
شـد.   )شـود  مي گيري انتگرالنسبت به زمان  بار يكمكان و 

تــوان انتگــرال مكــاني را  بــراي بــالا بــردن دقــت روش مــي
تحليل محاسبه نمود و انتگرال زمـاني را كـه حـل     صورت به

 .كرد گيري انتگرالعددي  صورت بهتر است  آن مشكل

  پيوست -7

  زير نوشت: صورت بهتوان  ) را مي17معادله (

)1(  ( )
( ) ( )( ) j

u

u
j

j rtt
kB

c
t ,

2 ln,
13
1 ′
−
+

=Φ∇−
∂

Φ∂
δ

ν
ν 



 مهندسي معدنهاي تحليلي و عددي در  پژوهشي روش-نشريه علمي  حل تحليلي توابع گرين براي معادلات محيط پوروالاستيك

 

61 

زيـر   صـورت  بـه با استفاده از تبديل لاپلاس اين معادله 
  كند: تغيير مي
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تبـديل لاپـلاس    φپارامتر تبديل لاپلاس و  sكه در آن 
توانــد  ) مــي2اســت. يــك حــل معادلــه ( Φتــابع پتانســيل 

  زير بيان شود: صورت به

)3(  ( )
( ) ( )( )η

ν
ν

ϕ 0ln
13
1

Kre
kB ts

u

u
j +

−
+

= ′− 

بسـل از   شده اصلاحتابع  K0و  csr=ηكه در آن 
نوع دوم و درجه صفر است. از معكـوس ايـن تبـديل پاسـخ     

  آيد: مي به دست) 1معادله (
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)كــه در آن  )ttcr ′−= 2ξ  وE1  انتگــرال نمــايي
  است كه برابر است با: 
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با استفاده از خاصيت بازگشتي مشتقات انتگرال نمـايي  
] E0(z)=e-z/z] ،22و اينكـه   اسـت صورت معادله زير  كه به

  آيد: مشتق لازم به دست مي
)6(  ( ) ( )zEzE nn 1−−=′ 

زيـر   صـورت  به) پيوست 1پاسخ نهايي معادله ( درنهايت
  خواهد بود:
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Abstract 

Subsurface rocks (by their nature) are filled with cracks and pores which are saturated with 
one or more fluid phases (water, air, oil, etc.). These fluids have a significant influence on the 
mechanical behavior of a rock mass. Closing the state of the stress to failure surface and pore 
pressure effect on the rock deformation are among these influences of pore fluids. To account 
for these effects, one should investigate the rock mass response in an elastic medium with 
porosity. Therefore, poroelastic theory should be used. In poroelastic medium the governing 
equations, stress-strain and strain-displacement relations are affected by pore pressure and 
reciprocal effects of displacements and pore pressure. In this paper, firstly the constitutive 
equations and other required relations for describing a poroelastic medium are presented. Then 
the coupled effect of pore pressure and displacements is removed by using a potential method. 
Differential equations of time-dependent and time-independent are solved for a point force and 
point source which gives Green’s functions. Resulted Green’s functions can be used in any 
suitable numerical method such as boundary element method to investigate the response of 
rock mass to poroelastic effects. 
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